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Тема 1. Системи координат. Основні формули. Вектори на площині.

1. Дано вершини трикутника: А(5;3), В(2;-1), С(1;4). Визначити: а) довжини медіан;б) обчислити координати точки  перетину медіан;в) внутрішній кут при вершині А. 

2. Дано вершини трикутника А(3;-5), В(-3;3), С(-1;-2). Визначити довжину бісектриси його внутрішнього кута при вершині А.

3. Координатні осі повернуто на кут α = 60˚. Координати точок А(2√3;-4), В(√3;0) і С(0;- 2√3) визначені в новій системі координат. Визначити координати цих же точок в старій системі координат.

4. Дано трикутник АВС, в якому АВ = p, BC = q. Виразити вектори АК, BL, CM, де K,L,M – основи медіан, через вектори  p, q.

5. Дано три вектори: a(-1;2), b(5;1), c(4;-2).  Обчислити |a|2 – (b,c).

6. Задано трикутник  АВС. Потрібно: а) знайти рівняння сторони АВ; б) знайти рівняння висоти СD та довжину висоти СD; в) знайти кут між висотою СD та медіаною ВМ; г) написати рівняння бісектриси кута А. А(1;2), B(2;-2), C(6;1) 


7. Дано три вектори  а(-1;2), b(5;1), с(4;-2). Обчислити:

1)b(a,c) – c(a,b); 2) (b, a + 3c); 3)|a|2 – (b,c); 4)  a (b, c) – c(c,b); 5) |b|2+ (b,a); 6) |b|2+ |a|2   - 
c(a,b)

8. Яку властивість повинні мати вектори, щоб виконувалися співвідношення:

1) |
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4) |a + b| = |a| + |b|

2) a + b = λ(a – b)

5) |a + b|= |a| - |b|
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6) |a - b|= |a| + |b|

9. У     ∆ АBC  вектор СА = а, і вектор СВ = b. Побудувати вектори:

1) 
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10. Побудувати точки, задані полярними координатами:

А (2, 
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11. Знайти прямокутні декартові координати точок

А ( 3, 300 ), Д (3, 330°),  В (1,240° ), С (6, 180° )

12. В прямокутній декартовій системі координат задано точки А (2,-3), В (1,5). Знайти координати цих точок в нові системі координат, якщо початок координат залишився незмінним, а осі координат повернуті на кут = 90 

13. Побудувати лінії, задані рівняннями в декартових координатах:

а) 2х + 3 = 0;  б) у = х + 5; в) у = х2 ; г) у = ( х- 1) 2    + 2;д) ху = 4; е) ( х- 1) 2 + у2 = 1; 

 є) у = х2       

14. Побудувати графіки функцій:

а) y = sin x;  б) y = cos x; в) y = tg x;  г) y = lg 2x;  д) y = 2x.
15. Побудувати лінії, задані рівняннями в полярних координатах:

а) ρ = 5; б) φ = π/2 ; в) ρ cos φ = 2$  г) 2 sin φ = 1; д) ρ = 1/φ.

16.  Побудувати лінії, задані параметричними рівняннями:

а) х = 2-t         б) x = 2cos φ      в)  x = ty = -1+ t           y = 2sin φ           y = t2/2
17. .Через точку Р(6, -8) проведені промені до перетину з віссю ОХ декартової прямокутної системи координат. Скласти рівняння геометричного  місця середин відрізків цих променів.

18. . Задано коло :  х 2 + у2 = 25. Скласти рівняння геометричного  місця середин тих хорд цього кола, довжина яких дорівнює 8.

19. . Точка М рухається так, що під час руху залишається весь час удвоє ближче до точки А (1, 0), ніж до точки В (4,0). Скласти рівняння її траєкторії.

20. . Скласти рівняння геометричного  місця точок, для яких відстань від точки  F( 3, 0) дорівнює відстані від прямої  х+ 3 = 0.

21.  Скласти рівняння геометричного  місця точок, для яких сума відстаней  від точок  F1( -3, 0)  і F2( 3, 0) дорівнює 10. 

22. . Скласти рівняння геометричного  місця точок, для яких різниця відстаней  від точок  F1( -5, 0)  і F2( 5, 0) дорівнює 6.

23. . Пряма проведена через полюс і нахилена до полярної осі під кутом 45о.  Скласти  її рівняння в полярних координатах.

24. . Скласти рівняння геометричного  місця точок, відстань яких від полярної осі дорівнює 5.

25.  Коло радіуса R = 5 проходить через полюс і має центр на полярній осі. Визначити рівняння кола.

26. Дано квадрат АВСD із стороною а і функція f(М) = 
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 где (=МА, d=МВ, d=МС и d=MD Визначити формулу цієї функції, якщо за осі координат прийнято диагоналі квадрата (причому вісь Ох направлена по відрізку АС, вісь Оу—по відрізку ВО).
27.  Данао функцію f(x,y) = x2 + y2 – 6x + 8y. Визначити вираз цій функції в новій системі координат, якщо початок координат перенесений (без зміни напряму осей) в точку 0'(3; —4).
28. . Дана функція f(х, у)=х2—у2—16. Визначити вираз цій функції в новій системі координат, якщо координатні осі повернені на кут —45°.
29. Вивести рівняння геометричного місця точок. однаково віддалених від координатних осей.

30. . Вивести рівняння геометричного місця точок. що знаходяться на відстані а від осі Оу.
31. Вивести рівняння траєкторії точки, яка в кожен момент руху однаково віддалена від крапок:1) А(3; 2) и В (2; 3); 
32.  Скласти рівняння геометричного місця точок, різницю квадратів відстаней яких до крапок А (—а; 0) и В (а; 0) рівна с.
33. Скласти рівняння геометричного місця точок, сума квадратів відстаней яких до точок А (—3; 0) и В(3; 0) рівна 50.

Тема 2. Пряма на площині.

1. Скласти рівняння прямої, яка проходить через точку М (1, 0) перпендикулярно до вектора  n =( 3, 5).

2. Скласти рівняння прямої, коли точка  Р (2, 3) є основою перпендикуляра, опущеного з початку координат на пряму. 

3. Скласти рівняння прямої, яка проходить через точку М (1, 1) паралельно вектору  а =( 3, 5), в канонічній і параметричній формах.                                                                                                        Скласти рівняння прямої, яка перетинає вісь ОХ під кутом 60о і відтинає від осі OY відрізок b= -2Під яким кутом до осі OY нахилена пряма , яка проходить через дві точки А ( -3, 2) і В (-2, 1Скласти рівняння прямих, які проходять через точку М (3, -2) паралельно координатним осям. При якому значенні параметра а пряма                                                        (а+2) х + ( а2 – 9) у + 3а2 – 8а + 5 = 0

 1) паралельна осі ОХ

 2) паралельна осі ОY 

 3) проходить через початок координат?
4. Через точку А ( 3, -2) провести прямі, паралельні бісектрисам координатних кутів.

5. Скласти рівняння прямої, яка проходить через точку М(2, 3) і відтинає на координатних осях рівні відрізки. 

6. Скласти рівняння прямої, яка проходить через точку М(4, 1) і відтинає від координатного кута трикутник з площею, що дoрівнює 1. 
7. Задана пряма: х + √3 у – 1 = 0. Визначити координати ортів її нормального і напрямного векторів  та кути , які ці вектори утворюють з віссю ОХ.
8. Задано трикутутник з вершинами А (2, 1); В (3, 0); С (5, 4). Визначити в якому відношенні  бісектриса кута А поділяє сторону ВС, і рівняння бісектриси. Відповідь:   1:3;  y – 1 = 0.

9. При яких значеннях параметрів а і b прямі   ах – 2у – 1 = 0 та  6х–4у–b= 0                                                                                       

    1) перетинаються (визначити точку перетину);                                

    2) паралельні;                                                                                          

    3)суміщаються?                                                                          

    Показати це графічно.
10. При якому значенні параметра  b  три прямі: 2х – у + 3 = 0;     х+ у +2 = 0;  ах+у–13=0 проходять через одну точку?                                                                           Показати це графічно.

11. Визначити рівняння прямої, яка належить пучку   х–2у–5+λ(3х +2у + 1) = 0 і перпендикулярна до прямої 2х – 3у + 7 = 0. 
12. Задана пряма : 2х – 3у + 5 =0. Написати рівняння прямої, яка проходить через точку М (5;-1) під кутом 45о до заданої прямої.
13. Визначити проекцію точки А (4; -1) на пряму х - 2у  -1 = 0
14. Задано точки А (3;4) і В(6;-1). На осі ОХ знайти точку С, з якої відрізок АВ видно під прямим кутом.
15. Скласти рівняння сторін трикутника АВС, якщо задано його вершину  В (-4; -5) і рівняння двох його висот: 5х + 3у – 4 = 0; 3х + 8у + 13 = 0. 

Тема 3. Криві другого порядку.
1 Визначити координати точки перетину:

а) лінії х2 + ху + 2у2 — 7х — 12у + 10 = 0 з координатними осями;

б) лінії х2 — 2ху — Зу2 — 4х — 6у+3 =0 з прямою 5х— у — 5=0.
2. Задано рівняння лінії 4х2 — 4ху + у2 + 6х + 1 = 0. Встановити, при яких значеннях кутового коефіцієнта k пряма у = kх:
а) перетинає цю лінію;

б) дотикається до неї;

в) має відносно неї асимптотичний напрям;

г) не має з нею спільних точок.
3. При якому значенні параметра λ лінія х2 - 4ху- у2 + λ х + 2у+16=0;
а) дотикається до осі ОХ;
б) відтинає від осі ОХ відрізок, рівний 6?
4. Написати рівняння прямої, яка дотикається до лінії 5х2+7 ху + у2—
— х + 2у = 0 в початку координат.
5. Визначити рівняння дотичних до лінії х2 — ху — у2 — 2х + 2у + 1 =О, які проходять через точку М (4, —2).
 6. Написати рівняння дотичної до лінії х2—ху—у2—2х+2у + 1= О, паралельної прямій 2х + 2у — 1=0.
7. Скласти рівняння лінії другого порядку, яка проходить через початок координат і дотикається до прямої 4х + 3у+2=0 в точці А(1, -2) і до прямої х—у - 1 =0 в точці В(0, -1).
8. Задано лінію другого порядку 4ху— 5у2 + 2х + 6у +1=0. Написати рівняння хорди, яка в точці М (—4, 3) ділиться пополам.
9. Визначити центр лінії:

а) х2 + ху + 2х + у — 2 = 0;
б) 4х2 - 4ху + у2 — 6х + 8у + 13=0;
в) 6ху + 8у2 — 12х — 26у + 10 = 0;
г) х2 — 2ху + у2 — 6х + 6у— 3 = 0.
10. При яких значеннях параметрів l і т рівняння х2 + 6ху + lу +3х+ту-4=0 виражає:

а) центральну лінію;

б) лінію без центра;

в) лінію з прямою центрів?
11. Скласти рівняння лінії другого порядку з центром в точці С(і, —2), яка проходить через точку М (0, —3) і дотикається до осі ОХ у початку координат.
12. Визначити діаметр лінії 9х2 + 24ху + 16у2 — 30х — 70у = 0, який проходить через точку Р(1, 2).
13. Задана лінія другого порядку 2х2 -{-4ху + Зу2 — Зх — Зу = 0. Визначити середину її хорди, рівняння якої х + 3у— 12=0.
14. Визначити рівняння діаметра лінії х2 + ху — у2 — х — у = 0, паралельного прямій 3х + 2у— 1 = 0, і діаметра, з ним спряженого.
15. Визначити спільний діаметр двох ліній х2—ху—у2—х—у = 0 і х2 + 2ху +у2 — х + у = 0.
16. Задано лінію х2 — 6ху + 9у2 — 12х + 14у — 7 == 0. Написати рівняння діаметра цієї лінії, який:

а) спряжений хордам, паралельним осі ОУ;

б) утворює кут ± 
[image: image15.wmf]4

p

- із спряженими хордами.
17. Визначити прямі, які проходять через точку Р (2, 0) і мають асимптотичні напрями відносно лінії Зх2 — 7ху + 2у2 + 6х — 4у — 5 = 0, і обчислити кут між ними.
18. При якому значенні параметра пряма 2х — у + 5 = 0 має асимптотичний напрям відносно лінії 6х2 — λ ху + у2 — 2х + 12=0?
19. Визначити асимптоти гіперболи:

а) 2х2 + 5ху+ 2у2 + 3у — 1 = 0;
б) х2 — ху — 10х + 8у = 0;
в) 6ху + 8у2 — 12х — 26у + 11 = 0.
21. Скласти рівняння лінії другого порядку, яка проходить через початок координат і має своїми асимптотами прямі 2х—у— 1 =0 і 2х + у + 5==0.
22. Визначити осі симетрії ліній:

а) х2 +ху + у2—х+ у + 1 =0;
б) х2 + ху + у2 = 0;
в) 2ху — 4х — 2у + 3 = 0;
г) 5х2 + 6ху +5у2 — 16х — 16у — 16 == 0;
д) 2х2 + 2у2 - 4х — 6у + 1 = 0.
23. Визначитн вісь симетрії і вершину параболи:

а) х2 + 4ху + 4у2 — 6х — 2у + 1 = 0;
б) Зу2 + 2х - 6у + 5 = 0.
24. Перенесенням початку координат в центр спростити рівняння ліній:

а) 8х2 — 4ху + 5у2 + 4х — 10у + 3 = 0;
б) 7х2+16у—20у2— 14х— 16у+ 10=0;
в) 2ху—4х—2у + 3=0.
25. Користуючись формулами повороту координатних осей, спростити рівняння ліній:

а) 5х2 — 6ху + 5у2 —32=0;
б) 17х2 — 12ху + 8у2 — 5 = 0;

в) 32 х2 + 52ху — 7у2 + 180 = 0;
г) 5х2 + 24ху — 5у2 = 0.
26. Перетворити до головних осей рівняння ліній:

а) 5л2 + 4ху + 8у2 — 32х — 56у + 80 = 0;
б) 5х2 + 12ху — 22х — 12у — 19 = 0.
27. Перенесенням початку координат у вершину і поворотом осей спростити рівняння параболи х2 + 2ху + у2 — 8х + 4 = 0.

28. Застосовуючи метод інварівантів визначити яку .лінію виражають рівняння:

а) 5х2 + 4ху + 8у2 _- 32х — 56у + 80 = 0;

б) 5х2 + 8ху + 5у2 — 18х — 18у + 9 = 0;
в) 2ху — 4х — 2у + 3 = 0;

г) х2 — 2ху + у2 — 4х + 4у + 3 = 0;

д) х2 — 2ху — Зу2 + 6х + 10у — 7 = 0;

е) х2 +2ху +у2—8х+ 4= 0;
е) 4ху + 4у — 1 = О?

29 При якому значенні рівняння х2—λу2 + 2х—2у = 0 виражає:

а) параболу;

б) пару прямих?

30. Які лінії виражаються рівнянням

х2 — 2ху + λх2 — 4х — 6у + 3 = О

при різних значениях параметра λ?
31. Визначити форму, розміри і розміщення ліній другого порядку, заданих рівняннями:

а) х2 — ху+ у2 — 2х —2у —2=0;

б) 3х2 + 10ху + 3у2 — 12х— 12у—23 .= 0

в) х2 — 8ху + 7у2 + 6х — 6у + 9 = 0;

г) х2 + 2ху + у2 — 10х- — бу + 25 = 0;

д) 4ху+4х+1=0;

е) х2 — 2ху + у2 — 12х — 16у + 25 = 0;

е) 5х2 + 4ху + 8у2 — 32х — 56у + 80 = 0.  

32.Встановити, що кожне з рівнянь:

а) Зх2 +4ху + у2—2х—1 =0;
б) х2 — 6ху + 8у2 — 4у — 4 = 0;
в) 5х2 — 6ху + 2у2 — 2х + 2 = 0;
г) 4х2 + 4ху + у2 —12х— 6у + 5 = 0;
д) 4х2 — 12ху + 9у2 + 20х — 30у — 11 = 0;
    е) х2 + 2ху + 2у2 + 6у + 9 = 0;
є) х2 + 2ху + у2 + 2х + 2у +1 = 0 виражає пару прямих, і написати їх рівняння.

33. Визначити вид лінії виділенням квадратів:

1)  х2—2ху—1 =0;            5) х2 — у2 + 2у =. 0;        9) х2 + ху — у = I1
2) х2 — 2х + 6у + 3 = 0;   6) Зх2 + 2ху + у2+ 1=0:   10) ху — х + 1 - 0;
3)  х2+2ху + 2у2—2х = 0; 7) х2 — ху + у2 - 0;    .     11) х2—2ху+ у2 – 4 = 0;
4) х2 — 4у2 — 2х + 1 = 0; 8) х2 — ху + х = 0;          12) ху — у2 + 3 = 0.
Тема 4. Пряма в просторі.
1.Скласти параметричні рівняння прямої, яка проходить через точки А (1, 1, –2) і В (3, –1, 0), і визначити координати її напрямного вектора.
2. Задані рівняння руху точки М(х, у, z): х = 3 – 4t; у = 5 + 3t; z = –2 + 12t. Визначити її швидкість v.

3. Задані рівняння руху точки М(х, у, z): х = 5 – 2t: у = –3 + 2t;  z = 5 – t.Визначити шлях S, пройдений точкою за проміжок часу від t = 0 до t = 7.

4. Скласти канонічне рівняння прямої, яка проходить через точку М(2, 3,-5) паралельно прямій:

Зх – у – 2z – 7 = 0, 
х + 3у – 2z + 3 = 0.
5. Написати розклад за базисом i, j, k напрямного вектора прямої 
5х – 6y + 2z + 4 = 0,
x – z + 3 = 0

і визначити косинуси кутів, утворених ним з координатними осями.

6. Визначити кути між протилежними ребрами АС і BD тетраедра, який має вершини A(3, –1, 0); В(0, –7, 3); С(–2, 1, –1) і D (3, 2, 6).

7. Написати параметричні рівняння спільного перпендикуляра двох прямих:

х = –7 + 3t, 

x = 1+ t, 

y = 4 – 2t,
   i
            y = – 8 + 2t,

z = 4 + 3t


z = – 12 – t.

8. Визначити сліди (точки перетину з координатними площинами) прямої:

6х + 2у – z – 9 = 0, 
Зx +2y + 2z – 12 = 0.
9. Визначити синуси кутів, які утворюють координатні осі з площиною:

2х – у +2z = 0.      
10. Написати рівняння прямої, яка проходить через точку M(3, –1, 4) паралельно площині у + 2х = 0 і перетинає вісь OY.

11. Визначити проекцію точки Р(5, 2, –1) на площину: 2х – y + Зz + 23 = 0.
12. Положення дзеркала визначається рівнянням: Зх + у – 2z = 0. З якою точкою суміщається дзеркальне зображення точки A(1, 3, –4)?
13. На площині XOY визначити точку Р, сума відстаней якої від точок A(–1, 2, 5) і В(11, –16, 10) була б найменшою.
14. На площині 2х + Зy – 4z – 15 = 0 визначити точку Р, різниця від​станей якої від точок A(5, 2, –7) і В(7, –25, 10) була б найбільшою.
15. При яких значеннях параметрів А і D пряма: х = 3 + 4t; у = 1 – 4t;
z = – 3 + t лежить на площині; Ах + 2у – 4z + D = 0?

16. Визначити проекцію точки Р(2, –1, 3) на пряму: х = 3t; у = –7 + 5t;       z = 2 + 2t.

17. Визначити точку Q, симетричну з точкою Р(4, 1, 6) відносно прямої





x – y – 4z + 12 = 0,





2x + y – 2z + 3 = 0.

18. Точка М(х, у, z) рухається прямолінійно і рівномірно з початкового положення М0 (11, –21, 20) в напрямі вектора S = {–1, 2, –2} з швид​кістю      v = 12. Визначити, за який час вона пройде відрізок траєкторії, обмежений двома паралельними площинами: 2х + Зу + 5z + 31 = 0; 2х + Зу + 5z – 41 = 0,
19. На прямій 
            x + 2y + z – 1 = 0,

3x – y + 4z – 29 = 0

визначити точку, рівновіддалену від точок A(3, 11, 4) і В(–5, –13, –2).
20. Написати рівняння бісектриси кута А трикутника, визначеного вер​шинами A(4, 1, –2); В(2, 0, 0); С(–2, 3, –5).
21. Задано куб, ребра якого дорівнюють одиниці. Обчислити відстань від вершини кута до його діагоналі, яка не проходить через цю вершину. 
22. Довести, що площина, яка проходить через середину діагоналі куба перпендикулярно до неї, перетинає куб по правильному шестикутнику.
Тема 5.  Площина в просторі. 

1. Написати рівняння сфери, центр якої в точці С (3,-1,6), а радіус R = 7.
2. Написати рівняння площини, коли відомо, що точки А (4, 0,-3) і    В (1,- 6, 2) розміщені симетрично відносно неї. 
3. Вивести рівняння геометричного місця точок, суми відстаней яких від двох заданих точок F1 (0, 0, -4) і F2 (0, 0, 4) є величини сталі, які дорівнюють 10.
4. Вивести рівняння геометричного місця точок, різниця відстаней від точок F1 (0, -5, 0) і F2 (0, 5, 0) дорівнює 6.
5. Вивести рівняння геометричного місця точок, відстань яких від осі OZ є величиною сталою і дорівнює 5.
6. Вивести рівняння геометричного місця прямих, які проходять через початок координат і нахилені до осі OZ під кутом φ.
7. Вивести рівняння геометричного місця точок, віддалених від площини У0Z на 4 і від точки А(5, 2, -1) – на 3.
8. Скласти рівняння площини, яка проходить через точку М (2, 1,-1) і має нормальний вектор  n = {1,-2, 3}. 
9. Дано дві точки А (1, 3, -2) і B (7, -4, 4). Через точку В провести площину, перпендикулярну до відрізка АВ.
10. Написати рівняння  площини, яка проходить через три точки А (3,-1, 2), B (4, -1, -1),  С (2, 0, 2), і визначити координати одного з її нормальних векторів.
11. Визначити вектор S, колінеарний лінії перетину двох площин:

2х + у -7 = 0 і  x + 4y - 8z+2=0.
12. Написати рівняння площини, яка проходить через точку М (3, 4, —5) паралельно векторам: a = {3, 1,-1} і b = {1,-2, 0}, в параметричній і векторній формі.
13. Площина проходить через точки М1 (1, 2, -l) M2 (-3,2, 1) і відтинає на осі ОУ відрізок b = 3. Написати рівняння площини у відрізках на осях. 
14. Обчислити об'єм піраміди, яку площина 5x - 6y + Зz +120 = 0 відинає від координатного кута OXYZ.
15. Обчислити площу трикутника, який відтинає координатний кут OXYZ

від площини 2х - у - 2z + 2 = 0.
16. Написати рівняння площин, які проходять через точку M (1, -2, 4) паралельно координатним площинам.
17. Написати рівняння площин, які проходять через точку М (1,4,-3) і че​рез координатні осі.
18.Довести, що три площини: х - 2у + z – 7 = 0; 2х - у - z + 2 = 0; x - 3y + 2z - 11 = 0 мають спільну точку, і визначити її координати.
19.При якому значенні параметрів а і Ь площини:

2х - у + Зz - 1 = 0; х + 2у - z + b = 0; х + у - 6z + 10 = О

1) мають спільну точку;

2) проходять через одну пряму;

3) перетинаються по трьох різних паралельних прямих?
20. Визначити, яка з координатних площин належить пучку площин:

                   4x – y + 2z – 6 + λ(6х + 5y + Зz - 9) = 0.
21. Через лінію перетину площин: х + у - 4z - 6 = 0 і х - у = 0 провести площини, які дотикаються до сфери: х2 + 4 + y² + z2 = 1.
22. Через лінію перетину площин  x + 5y + z = 0 і x - z + 4 = 0 провести площину, яка утворювала б кут π/4, з площиною: x - 4y - 8z + 12 = 0.
23. Три площини: х + у - z + 2 = 0; 4х - Зу +z - 1 = 0; 2х + у - 5= 0 утворюють в'язку. Визначити площину в'язки, яка:

    1) проходить через вісь ОХ;

    2) паралельна площині XOZ;
    3) проходить через початок координат і через точку Р (1, 3, 2).
24. Через точку М (-5, 16, 12) проведено дві площини, одна з яких проходить через вісь ОХ, а друга — через вісь ОУ. Визначити кут між ними.
25. Скласти рівняння площини, яка проходить через точку М (2, -1, 1) перпендикулярно до площин: 2х - z + 1 = 0;  у = 0.
26. При якому значенні параметра n площина 7х - 2у - z = 0 перпендикулярна до площини nх + у - Зz = 0?
27. При яких значеннях параметрів І і m площини mх + Зу - 2z - 1= 0  i      2х - 5y - lz = 0 паралельні?
28. Задана площина: х + √2y + z - 10 = 0. Визначити координати орта її нормалі і кути, які він утворює з координатними осями.
29. Визначити відхилення і відстань точки Р (-1, 1, -2) від площини, яка проходить через точки A (1, -1, 1); В (-2, 1, 3); С (4, -5, -2).
 30. Чи лежить точка Q (2, -1, 1) і початок координат по одну чи по різні сторони від площин:

1) 5х—2у + z – 18 = 0;

2) 2х + 7у + Зz + 1 = 0?
31. Показати, що площина 5х—2у + z - 1= 0 не перетинає відрізка, обмеженого точками   А (1, 4, -3) та В (2, 5, 0).
32. Визначити геометричне місце точок, координати яких задовольняють нерівності або системи нерівностей:

1) x +3 < 0; 2) х > у;   3) z > х+у;   4) х + у + z < 3; 5) x > 1; z > 3;
6) х > 0; у > 0; х + у < 1; 7) х > 0;  у > 0; z > 0; х + у + z < 1.
33. Дві грані куба лежать на площинах: 2х - 2у + z - 1 = 0 і      2х — 2y+ z + 5 = 0. Визначити об'єм куба.
34. Скласти рівняння геометричного місця точок, відхилення яких від площини 6х + 3у + 2z – 10 = 0 дорівнює -3.
35. Чи лежать точки М (2, -1, 1) і N (1, 2, -3) в одному, чи в суміж​них, чи у вертикальних двогранних кутах, утворених площинами:
1) Зх - у + 2z - 3 = 0,      2) 2х - у + 5z - 1 = 0,
    х - 2у - z + 4 =  0;            2х - 2у + 6z - 1 = 0?
36. На осі ОХ визначити точку М, рівновіддалену від двох площин:

2х + 2y - z - 1 = 0 і х - 2у + 2z + 4 = 0.
37. Скласти рівняння площини, яка поділяє пополам гострий двогранний кут між площинами: Зх— 4y - z + 5 = 0 і 4х — Зy + z + 5 = 0.

Тема 6. Поверхні другого порядку.

1. Скласти рівняння сфери, коли: а) центр її міститься в точці С (5, —3, 7), а радіус г = 2; б) сфера проходить через початок координат і має центр в точці С(4,—4, —2); в) точки А (2, —3, 5) і 5(4, 1, —3) є кінцями одного з діаметрів сфери; г) має центр в точці С(1, 4, —7) і дотикається до площини 6х + 6у — 7z + 42 = 0.
2226.2  Скласти рівняння сфери, описаної навколо тетраедра з вершинами А(0, 0, 0); B(2, 0, 0); C(0, 5, 0); D(0, 0, 3). 
 3226.3. Визначити координати центра С і радіус сфери:

а) (x + 1)2+(y - 3)2+z2 = 9; б) x2+y2+z2 - 4x - 2y + 2z - l9 = 0; в) х2 + y2 + z2 - 6z = 0.
4226.4. Скласти рівняння циліндра, напрямна якого є коло х2 + y2 = 25, а напрямний вектор твірних s = (5, 3, 2). 
5226.6. Довести, що рівняння z2 = ху виражає конус з вершиною в початку координат.
6226.7. Пряма у = а, задана в площині XOY,  обертається навколо осі ОХ. Написати рівняння описаного нею циліндра.
7226.9. Пряма х- 1 = у + 1 = z обертається навколо осі 0Z. Визначити рів​няння описаної нею поверхні.
8226.11. Скласти рівняння поверхні, утвореної обертанням параболи x2 = 4y, z = 0

навколо осі OY.

9226.12. Коефіцієнт рівномірного стиснення простору до площини YOZ дорів​нює  3/5. 
Скласти рівняння поверхні, в яку при такому стисненні перетво​риться сфера x2 + у2 + z2 ==25.
10226.15. Довести, що рівняння z = ху виражає гіперболічний параболоїд.
11226.16. Довести, що площини z—2 = 0 і z + 2 = 0 перетинають гіперболічий параболоїд x2 – y2 \9 = 2z  по спряжених гіперболах, і визначити їх осі ексцентриситет.
12226.19. Визначити лінію перетину гіперболічного параболоїда х2—у2 == z з площиною 2х- z-1 = 0, проектуючи її на координатні площини.(пара прямих:1) x – y – 1 = 0; z = 0  2)  x +y – 1 = 0; z = 0)

13226.21. Встановити, при яких значеннях m  площина х + mz - 1 =0 перетинає двопорожнинний гіперболоїд x2 + y2 -  z2 = - 1: а) по еліпсу; (1<|m|<√2) б) по гіперболі.|m|<1

Тема 7.  Дотична площина, асимптотичний конус.

1.237.3 Визначити точки перетину прямої з поверхнею:
  а) x2/81 + y2/36 + z2/9 = 1  і (х-3)/3 =(y-4)/-6 =(z+2)/4

  б) x2/5 + y2/3 = z  і (х+1)/2 =(y-2)/-1 =(z+3)/-1
2.237.4 В точках перетину прямої  (х-1)/1 =y/-1 =(z-1)/2 і сфери (х - 2)2 +(у + 1)2 + (z - 3)2 = 6 провести дотичні площини до сфери.
3. 237.5 На сфері (х - 1)2 + (у +2)2 + (z - 3)2 =25 визначити точку М, най​ближчу до площини 3х—4z + 19 = 0, і обчислити відстань d точки М від площини.
4. 237.6 При яких значеннях параметра а площина х+у + z = а дотикається до сфери х2 + у2 + z2 =12 ?
5. 237.8 В точці М (4, -6, 4) провести нормаль до конуса   x2/4 + y2/3 - z2 = 0.
6. 237.9 Визначити, при якому значенні m площина x - 2y - 2z +m = 0 дотикається до еліпсоїда  x2/144 + y2/36 + z2/9 = 1. 

7.237.10 Скласти рівняння площини, перпендикулярної до вектора  n = {2,—1,—2}, яка дотикається до еліптичного параболоїда  x2/3 + y2/4 = 2z.

8. 237.11 Провести дотичну площину двопорожнинного гіперболоїда x2/81 + y2/36 + z2/9 = 1  , паралельну площині 5x + 2z - 1= 0.
9. 237.13 Задано гіперболічний параболоїд y2 -  z2/4 = х. Написати рівняння до​тичної площини до цього гіперболоїда в точці M(21, 5, 4) і визначити її лі​нію перетину з поверхнею.
10. 237.14 Скласти рівняння дотичного конуса до еліпсоїда x2/6 + y2/2 + z2/3 = 1   з вершиною в точці S(3, 0,—1).
11. 237.15 Скласти рівняння геометричного місця прямих, які дотикаються до сфери  x2 + y2 + z2  = 1 і утворюють однакові кути з координатними осями.
12. 237.17 Написати рівняння асимптотичного . конуса двопорожнинного гіпербо​лоїда     -x2 + y2/9 - z2/25 = 1.

13.237.18 Визначити рівняння геометричного місця прямих, які проходять через точку А (0,-1, 3) і зустрічають однопорожнинний гіперболоїд  x2/4 - y2/9 + z2 = 1  в нескінченності.
14. 237.19 Визначити лінію перетину конуса асимптотичних напрямів гіпербо- лічного параболоїда   x2/4 - z2 = 2у з площиною у = 1.
15. 237.20 Визначити геометричне місце прямих, які проходять через точку А (3, 0, 5) і зустрічають гіперболічний параболоїд у2 — z2 = х в нескінчен​ності.

Тема 8.  Лінійчаті поверхні
1.253.1 Визначити прямолінійні твірні конуса x2 - y2/4 - z2 = 0.
2.253.2 Визначити прямолінійні твірні параболічного циліндра у2 = 2рх.
3.253.3 Визначити кут між твірними конуса x2- y2—z2/3 = 0 і його віссю. 
4.253.4 Визначити прямолінійні твірні однопорожнинного гіперболоїда        x2 + y2 =  2( z2 + 1), які проходять через точку М(1, 1, 0).
5253.5. Визначити ті прямолінійні твірні гіперболічного параболоїда x2 /16 - y2/4 = z , які паралельні площині Зх + 2у - 4z = 0.
6. 253.6 Визначити кут між двома прямолінійними твірними гіперболічного

параболоїда x2 /4 - y2/9 = z,  які проходять через точку А (-2, 0, 1).
7. 253.7 Провести площину через дві прямолінійні твірні однопорожнинного гіперболоїда, які проходять через точку М(1, —2, —3), і встановити, як вона розміщена відносно поверхні x2  - y2/4 + z2/9 = 1.
8. 253.8 Довести, що точки A (12, 4, 12) і B(6, 8, -12) лежать на одній твір​ній гіперболічного параболоїда x2 /9 - y2/4 = z , і 
а) визначити кут між дотичними площинами до параболоїда в точках А і В
  б) показати, що ці дотичні площини перетинаються по твірній АВ. 

Тема 9. Перетин прямої з поверхнею
1.309.1 Визначити точки перетину поверхні 
       х2- y2 - z2 - 2хy +yz + zx -5x – 5y + z + 6 = 0 з координатними осями.
2. Яку умову повинні задовольняти коефіцієнти загального рівняння по​верхні другого порядку, в якій: 
а) вісь ОХ дотикається до поверхні,      
б) вісь ОУ має асимптотичний напрям,

в) вісь OZ лежить на поверхні?
3. Визначити точку перетину прямої з поверхнею:

а) (x -10)/7 = (y- 5)/3 = z/-1 з х2 +3хz  - 6yz + xy = 0;

б) x/2 = y/3 = (z -4)/1  з   9х2 +5y2 +9z2  -12xy  - 6yz + 12y – 36z = 0;
5. Скласти рівняння площини, яка дотикається до поверхні x2-5у2 - z2 - 4ху - 6уz - 4х – 2y – 6z + 8 = 0 в точці М0 (-4, 0, 4).
6. Визначити рівняння дотичних площин до поверхні:

6x2 + 4у2 + 4z2 + 4уz – 8x – 1 = 0 паралельних площині  2x + Зу + 8 = 0.

7. На поверхні 3y2 + 5z2 + 2ху - 6хz - 12уz + 2х + 10z - 3 = 0

визначити точки, в яких нормалі були б паралельні осі OZ.
8. Скласти рівняння дотичної площини до поверхні

4x2 + 5у2 + 9z2 - 8х + 18z + 12 в точці М0(1,0, -
[image: image16.wmf]3
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) і довести, що ця поверхня не лінійчата.
9. Скласти рівняння конуса з вершиною в початку координат, описа​ного навколо поверхні x2 + 2у2 + 2z2 + 2xу - 2х - 4у – 4z +2=0.
10. Визначити рівняння геометричного місця хорд поверхні х2-z2 + 2ху - 6х + 1 = 0, які в точці  M(1, 1, 0) діляться пополам.

11. Визначити центри поверхонь:

1) x2 + 2y2 – 3z2 + 2хz – 2yz + 4х = 0;

2) х2 - у2 + z2 - yz + 2ху - 2х + y – 2z + 1 = 0;

3) x2+4y2+9z2 +4xy – 6x -12y = 0; 

4) х2- уz – zх + ху + y + z -  1 = 0;

5) x2 + 4y2 + 9z2 – 12yz – 6xz + 4ху + х + 2у – 3z - 12 = 0;

6) 4x2 + 3y2 + z2 - 4хz + у – 3z - 2 = 0. 
12. Задано поверхню х2 + 2y2 + 3z2 – 8yz +4x +2у- 27 = 0. Написати рівняння діаметра, паралельного вектору u = {3, 2, 4).
13. Визначити діаметр поверхні   

9x2 + y2 + 2z2 - 4ху + 2хz  - 6уz - 16х + 8у + 1 = О, який проходить через початок коордиаат, і скласти рівняння спряженої з ним діаметральної площини.
17. Визначити вектор, паралельний хордам, спряженим з площиною х = 0 відносно поверхні z = xу.
18. Визначити прямі, які проходять через точку М (1, —1, 3) і мають асимптотичний напрям відносно поверхні 3х2 - y2 + 2ху - 3х + z - 1 = 0.
19. Скласти рівняння геометричного місця прямих, які проходять через початок координат і мають асимптотичний напрям відносно поверхні 2х2 + у2 + 4z2 + 4хz - 8xy + 5y - z + 3 = 0.
20. Скласти рівняння асимптотичних конусів поверхонь:

а) 6х2 - 2y2 + 6z2 + 4хz + 8x – 4y - 8z + 1 = 0;

б) 4x2 + 5у2 + 6z2 - 4ху + 4уz + 4x + 6у + 4z - 27 = 0;

в) х2 + у2 + z2 – 6xy + 2хz - 2уz - 4х + 8y – 12z + 14 = 0.
22. Визначити орти головних напрямів поверхонь:

а)  2x2+ 2у2 – 5z2 + 2ху - 2х - 4у – 4z + 2 = 0;

б) х2 + у2 + 5z2 -  6ху - 2хz + 2уz — 6х + 6y – 6z + 9 == 0.
23.310.23 Визначити головні осі і головні діаметральні площини поверхні:

x2 + у2 – 3z2 – 6yz - 6хz - 2ху + 2xy + 2x + 4z = 0.

Тема 10.  Зведення рівняння поверхні до канонічного виду
1. 314.1 Перенесенням початку координат в центр спростити рівняння поверхонь:

а) x2 + 2у2 + 2z2 + 2ху - 2х - 4у - 4 = 0;

б) x2 + 2у2 - z2 + 2х — 4y + 2z + 1 = 0.
2. Перенесенням початку координат, в центр і поворотом осей спростити рівняння поверхні: 7x2 + 6y2 + 5z2 - 4уz - 4ху - 6х – 24y + 18z + 30 = 0.
3 327.1 Визначити вид поверхонь:

а) х2 + 5у2 + z2 + 2ху + 6хz + 2уz - 2х + 6у + 2z = 0;

б) 5x2 – у2 + z2 + 4хy + 6xz + 2x + 4y + 6z - 8 = 0;

в) 2x2 + y2 + 2z2 - 2ху + 2уz + 4х - 2у = 0;

г) 4x2 + 9y2 + z2 - 12ху - 6уz + 4zx + 4х - 6у +2z - 5 = 0.
4. Перевірити, що рівняння 2x2 + 4y2 - z2 – 8xy + 8x – 8y + 4 = 0 ви​ражає конус, і визначити його вершину.
5. При якому значенні параметра а рівняння x2 – 8y2 + 2ayz +2zx -

2х - 8у – 2z - 3 = 0 виражає конус?
6. Визначити 
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 і 
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 так, щоб рівняння х2 - у2 + 3z2 + (
[image: image19.wmf]l

x + 
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y)2 - 1=0 виражало циліндр обертання.
7. При якому значенні k конус х2 - 2ху + kz2 = 0 є конус обертання?

8.340.1 Визначити вид поверхонь і звести їх рівняння до канонічного виду:

1) х2 - 2уz + 4x + 4 = 0;

2) 4x2 + 5y2 + 6z2 – 4xy + 4yz + 4x + 6у + 4z - 27 = 0; 
3) 6x2 - 2у2 + 6z2 + 4xz + 8x -4y – 8z + 1 = 0;

4) х2 + у2 + 5z2 – 6xy + 2хz - 2уz - 4х + 8y – 12z + 14 = 0;

5) 9x2 + 9y2 + 9z2 – 18x + 36у – 144z + 221 = 0;

  6) 3x2 + 5y2 + 3z2 - 2ху + 2хz - 2уz +2х- 6у – 2z + 3 = 0. 
9. Визначити вид поверхонь і звести їх рівняння до канонічного виду:

1) х2 + 2y2 + 2z2 - 2хz - 2ху + 2х + у + z = 0;

2) x2 – 2y2 + z2 + 4xy -  10хz + 4yz + 2x + 4y – 4z - 1 = 0.
10. Визначити вид поверхонь і звести їх рівняння до канонічного виду:

1) 8x2 + 5y2 + 5z2 + 4ху + 4xz - 8уz - 27 = 0;

2) x2 – 2y2 + z2 + 4хy – 10xz + 4yz + 2x + 4у – 10z - 1 = 0.
11. Знайти поверхні, виражені рівняннями:

1) y2 + 2xy + 4xz + 2уz – 4x - 2у = 0;

2) x2 + 4y2 + 9z2 – 4xy + 6xz – 12yz - х + 2y – 3z — 6 = 0;

3) 3x2 – 4y2 + 3z2 + 4ху + 10xz - 4уz +6х- 20у – 14z — 24 = 0;

 4) 5x2 + 4y2 + 3z2 + 9xу + 8xz + 7уz + 7х + 6у + 5z + 2 = 0. 
12. Виділенням квадратів визначити вид поверхонь:

1) x2 + y2 -2xz + 1= 0, 
2) x2 + 2y2 + 2z2 - 2ху - 2уz - 9 = 0;

3) 6x2 + 9y2 + z2 + 6ху – 4xz = 0;

4) x2 + y2 + z2 = 2 (х + у + z);

5) х2 + y2 + 2xy – z  + 1 = 0;

6) x2 - y2 - z2  + 2yz = 0;

7)xy = l;

8) ху = z;

9) ху = z2;

10) x2+2у2 + 3z2 – 6z + 3 = 0;

11) y 2 – 2yz + z2 + x – l = 0;

12) ху +  2xz - 1 = 0.

Тема 11. Векторний та мішаний добуток векторів

1. Вектори а  і b утворюють кут π/6; |a| = 4, |b| = 5. Обчислити |[ab]|.

2. Довести, що [(a + b)(a – b)] =2[ba], і виявити геометричний смисл тотожності.
3. Спростити вирази: 1)[(a – 2b)(b – 2a)]; 2)[(a + 2b)(2c – a)] + [(b + 2c)(2a – b)].

4. Вектори a і b взаємно перпендикулярні: |a| = 2, |b| = 5. Обчислити |[(a – 2b)(b – 3a)]|.

5. Довести тотожність: [ab]2 + (ab)2 = a2b2   
6. Вектори a, b і с задовольняють умову a + b + c = 0. Довести, що [ab] = [bc] = [ca].

7. Знайти площу паралелограма, побудованого на векторах a = m – 2n і b = 2m + 3n, де m і n – орти , які утворюють кут 30˚.

8. Скласти векторний добуток c = [ab] для векторів  a = 2i + 3j –k, b = i + 2j + k. Перевірити, що c┴a і  c┴b.

9. Обчислити площу трикутника, вершини якого А(1;0;6), B(4;5;-2), C(7;3;4).

10. Задано вершини трикутника A(5;-6;2), B(1;3;-1),C(1;-1;2). Обчислити довжину його висоти, опущеної з вершини А на сторону ВС.
11. Довести тотожність: (a + b)(b + c)(c + a) = 2abc.

12. Спростити вирази: 1) a[(a + b + c)(a + b)]; 2) (a + 2b – c)[(a-b)(a-b-c)].
13. Задано три вектори:a = {2;-3;1}, b = {1;1;2}, c = {3;1;-1}. Обчислити добутки abc і bac. Яка з цих трійок векторів права?

14. На векторах a = {3;2;0}, b = {2;3;0}, c = 1;2;3} побудовано паралелепіпед. Обчислити його об’єм, площу грані (a,b) і висоту, опущену на цю грань.
15. Задано вершини тетраедра: A(-5;-4;8), B(2;3;1), C(4;1;-2) D(6;3;7). Знайти довжину його висоти, опущеної з вешини А.
16. Обчислити p = [a[bc]] і q = [[ab]c],  коли a = i + j, b = j+k, c = k +i.

17. Довести, що [a[bc]] + [b[ca]] + [c[ab]] = 0.

18. При яких умовах [a[bc]] = 0?
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